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I. � Un peu d'astrométrie

I.A � Triangulation

1. � Dans un triangle, le quotient du sinus d'un angle sur la longueur opposée est un invariant ; on a don


sinβ

AC
=

sin(π − α− β)

a
don
 AC = a

sin β

sin(α+ β)
.

I.B � Le génial Aristarque

2. � La lune est observée à moitié é
lairée dans le 
as de la �gure 
i-dessous, don
 pour λ1/2 =
π

2
.

b b

b

ST

L

θ

3. � I
i en
ore,

sinλ

TS
=

sin
(

π
2
− θ

)

TL
don


TS

TL
=

1

cos θ
= 19, 1 .

En fait, la valeur de θ est i
i sous évaluée, du fait d'une erreur de pointé de θ, la valeur réelle est

plus élevée ; il est di�
ile i
i de 
hoisir entre les valeurs proposées. . . Les valeurs de la littérature sont

TS = 1, 49 · 1011 m et TL = 3, 2 · 108 m don


TS

TL

∣

∣

∣

∣

moderne

= 460 .

4. � La possibilité d'é
lipses totales de Lune impose

rL
TL

=
rS
TS

; 
ompte tenu que

rT
rL

≃ 3, on en déduit

rS
rT

=
TL

TS

rL
rT

>
19

3
don


rS
rT

> 6 . C'est don
, à son point de vue, la mou
he (la Terre) qui tourne

autour de la tor
he (le Soleil) et non le 
ontraire. Les valeurs a
tuellement 
onnues sont rL = 6, 4·106 m

et rS = 7, 0 · 108 m don


rS
rT

∣

∣

∣

∣

moderne

= 1, 1 · 103 .

I.C � Détermination des distan
es Soleil � Planètes

5. � L'angle 
ité par l'énon
é est noté φ sur le s
héma 
i-après. Les positions T et P sont 
elles de la

première 
onjon
tion, T

′
et P

′

elles de la 
onjon
tion suivante. La durée τP est 
elle du par
ours PP

′
,

1



don
 τP =
φ

2π
tP . C'est aussi 
elle du par
ours TT

′
plus un tour, don


(

1 +
φ

2π

)

tT = τP . On élimine

φ entre 
es relations pour trouver

1

tP
=

1

tT
− 1

τP
don
 aussi tP =

tT τP
τP − tT

.

b b b

b

b

φ

S

T P

T

′

P

′

6. � Ave
 tT = 365 jours et τm = 780 jours, on trouve tm = 686 jours = 1, 88 an .

7. � Le mouvement d'une planète autour du Soleil sur une traje
toire 
ir
ulaire de rayon rP véri�e le

prin
ipe fondamental mP~aP = ~F ave
, en 
oordonnées polaires, ~aP = −ω2rP ûr et ~F = −GMsmP

r2P
êr ;

on en déduit la troisième loi de Kepler,

r3P
t2P

=
GMs

4π2
; on fait i
i l'hypothèse que le Soleil est immobile,


'est-à-dire que Ms ≫ mP . Dans le système d'unités astronomiques,

r3P
t2P

=
r3T
t2T

=
1 UA3

1 an2
; dans le 
as

de Mars, rm =

(

686

365

)2/3

= 1, 52 UA .

I.D � Télémétrie laser�lune

8. � À deux dimensions, un 
oin de 
ube est rempla
é par deux miroirs formant un angle droit ; quel

que soit la dire
tion du rayon in
ident, 
ette dire
tion est, après deux ré�exions, transformée en son

opposé :

On peut le justi�er simplement en 
hoisissant un système d'axes tel que 
ha
un des miroirs plans

formant le 
oin de 
ube soit un des plans (Oxy), (Oyz) et (Oxz). Une symétrie par rapport au plan

(Oxy) 
hange le ve
teur dire
teur n̂ = nxêx+nyêy+nzêz de l'onde in
idente en n̂
′ = nxêx+nyêy−nzêz.

Une se
onde symétrie par rapport à (Oyz) 
hange le signe de nx et la dernière symétrie 
hange en�n

le signe de ny, de sorte que le ve
teur dire
teur de l'onde émergente est −n̂.
9. � À l'aller, un 
�ne de demi-angle au somme σ0 inter
epte, à la distan
e dℓ, un 
er
le de rayon dℓσ0 don

d'aire πd2ℓσ
2
0 et ρa =

Σ0

πd2ℓσ
2
0

. De même, ρr =
Σ1

πd2ℓσ
2
1

don
 ρt =
Σ0Σ1

π2d4ℓσ
2
0σ

2
1

où on doit 
onvertir les

angles en radians, 1′′ =
1

602
π

180
= 4, 8 · 10−6 rad ; il vient alors ρt = 2, 6 · 10−18

don
 l'énergie reçue

en retour par 
haque impulsion est ǫ′ = ρǫ = 4, 8 eV ; si on 
ompare 
ette valeur à l'énergie d'un

photon de 
ette longueur d'onde (mais il faut 
onnaître les 
onstantes h et c), ǫ0 =
hc

Λ
= 2, 37 eV,


ela veut dire qu'il faut 
olle
ter et mesurer le temps de vol de. . . deux photons à 
haque fois, à repérer

parmi tous 
eux qui proviennent de 
ette région de la Lune.
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II. � Utilisation d'un proximètre laser

II.A � Mesure de petites distan
es

10. � Les 
onditions de Gauss imposent un petit angle entre l'axe optique et les fais
eaux, don
 |θ − ϕ| ≪ π .

L'image P ′
de P se forme dans le plan fo
al si la distan
e O1P est grande devant f , soit

h

cosϕ
≫ f ;


omme ϕ est pro
he de θ =
π

4

ette 
ondition s'é
rit aussi h≫ f .

11. � Assimilant les petits angles et leurs tangentes, le triangle O1O2P
′
fournit

y

f
= θ−ϕ et O1OP fournit

tanϕ =
H

h
(
et angle-là est pro
he de π/4). On en déduit H = h tan

(

π

4
− y

f

)

qu'on doit développer

au premier ordre en y/f pour rester 
ohérent ave
 les 
al
uls pré
édents. Ave
 tan
(π

4
− ǫ

)

= tan
π

4
−

ǫ

cos2 π
4

= 1− 2ǫ, il vient H = h

(

1− 2
y

f

)

don
 i
i H = 0, 92 m .

12. � De θ − ϕ =
y

f
on tire δϕ =

δy

f
(on assimile les impré
isions à des valeurs absolues de di�é-

rentielles) tandis que H = h tan(θ − ϕ) fournit δH = hδϕ
[

1 + tan2(θ − ϕ)
]

qu'on é
rit en
ore

δH =
d

f
h

(

1 +
H2

h2

)

. L'impré
ision relative s'é
rit alors

δH

H
=

d

f

(

x+
1

x

)

où x =
h

H
. La fon
-

tion f(x) = x+
1

x
est minimale quand f ′(x) = 1 − 1

x2
s'annule, don
 quand h = H , 
e qui justi�e

le 
hoix θ =
π

4
; on a alors

δH

H

∣

∣

∣

∣

min

= 2
d

f
= 8 · 10−4

.

13. � C'est le phénomène de di�ra
tion qui explique 
ette divergen
e ; il y a di�ra
tion par le bord (
ir
u-

laire) du laser, don
 l'angle de divergen
e peut être assimilé au rayon angulaire de la ta
he d'Airy,

αd = 0, 61
λ

r
.

14. � I
i, d′ = 2αdf est le diamètre de la ta
he d'Airy dans le plan fo
al de la lentille, soit d′ = 1, 22
λ

r
f ;

on trouve d′ = 2 · 10−5 m soit d′ ∼ d : les deux 
auses d'erreur de mesure (di�ra
tion et largeur des

pixels) sont 
omparables , 
e qui 
orrespond à un 
hoix raisonnable pour une 
haîne de mesure, dans

laquelle il est inutile d'in
orporer un élément beau
oup plus pré
is que les autres.

II.B � Mesure de grandes distan
es

15. � L'angle MOO1 vaut toujours

π

4
don
 l'angle d'in
iden
e du fais
eau sur le miroir est i =

π

4
− α ; on

en déduit l'angle d'émergen
e i = α+ ψ, don
 ψ + 2α =
π

4
.

16. � La relation H = h tanψ montre que le point P n'est atteint par le fais
eau laser que lorsque ψ(t)

passe par la valeur parti
ulière ψ0 = arctan
H

h
. Mesurer H 
orrespond don
 à une mesure de la durée

é
oulée entre le début d'un balayage (t ≡ 0[2p]) et l'arrivée d'un spot sur le déte
teur.

17. � En fait, la largeur �nie du déte
teur montre que le fais
eau lumineux é
lairera 
elui-
i pour des valeurs

de ψ légèrement di�érentes de ψ0 ; on observera don
 une suite d'impulsions de période 2p, dont la

largeur dépend de la largeur des pixels utilisés au foyer du 
apteur (page suivante).
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18. � On repère les variations rapides du signal au moyen du dérivateur. On peut proposer le montage


i-dessous :

ve vs
+

−

C
R

La réa
tion à la borne − permet le fon
tionnement en régime linéaire ; on peut alors é
rire le théorème

de Millman à la borne − de l'ampli�
ateur, supposé idéal (i− = 0) en de gain in�ni (v− = v+ = 0)

sous la forme 0 = v̄eCω +
v̄e
R

soit en
ore v̄s = −RCωv̄e ou vs(t) = −RC dve
dt

.

On notera qu'un tel montage risque de saturer dès que des 
omposantes (bruit, et
.) de haute fréquen
e

seront appliquées à l'entrée. On peut l'améliorer et remplaçant le 
ondensateur par la mise en série du


ondensateur et d'une résistan
e R′
, 
onduisant à la fon
tion de transfert d'un �ltre passe-haut, H̄ =

v̄s
v̄e

= − RCω

1 + R′Cω
. Ce 
ir
uit est alors bien dérivateur pour toutes les pulsations véri�ant ω ≪ 1

R′C
et il su�t de 
hoisir 
ette pulsation assez élevée (don
 R′

assez faible) pour dériver pratiquement tout

signal sans risquer la saturation.

III. � Di�usion thermique ; intera
tion laser�matière

III.A � Équation de di�usion

19. � Considérons le système formé du matériau 
ondu
teur entre x et x+ dx, délimité par une surfa
e S
don
 de volume Sdx, de masse dm = ρSdx et de 
apa
ité thermique dC = cdm. Le premier prin
ipe

appliqué à une évolution in�nitésimale de durée δt de 
e système s'é
rit dU = δW + δQ où ∆W = 0

(système immobile), dU = dC
∂T

∂t
δt et δQ = [jQ(x, t)S − jQ(x+ dx, t)S] δt. On en déduit l'équation

de bilan thermique ρc
∂T

∂t
= −∂jQ

∂x
. Remplaçant dans 
elle 
i jQ par l'expression −λ∂T

∂x
tirée de la

loi de Fourier dans 
e problème unidimensionnel, il vient

∂T

∂t
= µ

∂2T

∂x2
. Si on dérive une nouvelle

fois 
ette équation par rapport à x, et en remarquant que

∂2T

∂x∂t
=

∂

∂t

(

∂T

∂x

)

, on obtient de même

∂jQ
∂t

= µ
∂2jQ
∂x2

.

Pour véri�er que les fon
tions proposées sont bien des solutions de l'équation, on re
opie la solution

proposée sous la forme θ(x, t) = θ0+
b√
µ
f(x, t) où f(x, t) = t−1/2 exp

(

−κ
2x2

µt

)

et on va montrer que

f(x, t) est solution de l'équation de di�usion. On 
al
ule alors

∂f

∂t
= t−3/2 exp

(

−κ
2x2

µt

)[

−1

2
+
κ2x2

µt

]

tandis que

∂f

∂x
= −2

κ2x

µt3/2
exp

(

−κ
2x2

µt

)

don
 aussi

∂f

∂x
= −2

κ2

µt3/2
exp

(

−κ
2x2

µt

)[

1− 2
κ2x2

µt

]

.
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L'identi�
ation des deux termes, 
onsidérés 
omme des polyn�mes en x, impose alors κ2 =
1

4
; on

peut sans perdre de généralité imposer κ > 0 don
 κ =
1

2
.

III.B � Flux thermique 
onstant

20. � On 
her
he une solution jQ(x, t) véri�ant jQ(0, t) = j0 
onstant, 
e n'est pas le 
as de θ(x, t) ni en
tant que solution jQ(x, t) (
ar θ(0, t) = b/

√
µt, qui n'est pas 
onstant) ni en tant que solution T (x, t)

(
ar sa dérivée ∂θ/∂x dépend aussi de t en x = 0). Cette solution ne 
onvient pas .

21. � jQ(x, t) = −λ∂T
∂x

s'é
rit aussi jQ(x, t) = −2B1

√
µt

dF

du

∂u

∂x
, ave


∂u

∂x
=

1

2
√
µt

; on en déduit don


l'expression jQ(x, t) = −B1

dF

du
ave
 par ailleurs

dF

du
= − 2u√

π
e−u2 − erfc(u) + u

2√
π
e−u2

qui s'é
rit

après simpli�
ation

dF

du
= −erfc(u) et jQ(x, t) = B1erfc(u) .

22. � Les 
onditions aux limites spatiales pour jQ sont jQ(0
+, t) = j0 don
 B1 = j0 
ar erfc(0) = 1, et

lim
x→∞

jQ(x, t) = 0 
ar à grande distan
e de la sour
e de 
haleur la température reste uniforme. Comme

l'exponentielle l'emporte sur les puissan
es dans l'expression asymptotique proposée, lim
x→∞

erfc(u) = 0

et 
ette limite n'impose pas d'autre 
onséquen
e.

Les 
onditions aux limites spatiales pour T sont lim
x→∞

T (x, t) = T0 ; on véri�e alors fa
ilement que

uerfc(u) → 0 (toujours à 
ause de la 
omparaison entre puissan
es et exponentielles) si u→ ∞ don


lim
u→∞

F (u) = 0, 
e qui permet de déterminer A1 = T0 .

Les 
onditions initiales (t→ 0) pour jQ(x, t) et T (x, t) fournissent jQ(x, 0) = 0 et T (x, 0) = T0 pour

x > 0 (le 
hau�age n'a pas en
ore 
ommen
é) et n'apportent pas de renseignement supplémentaire ; les

valeurs limites (pour t→ ∞ don
 u→ 0) donnent F (u) ∼ 1√
π
−u don
 T (x, t) ∼t→∞ Tsurf(t)−

j0x

λ

ave
 pour température de surfa
e Tsurf(t)− T0 =
2j0

√
µt

λ
√
π

don
 lim
t→∞

T (x, t) = +∞ : le 
hau�age se

poursuivant indé�niment, il n'y a pas de limite à l'augmentation de la température si on ne prend

pas en 
ompte d'autres phénomènes. En�n, 
omme erfc(0) = 1 on a en
ore lim
t→∞

jQ(x, t) = j0 , qui

est évidement 
ompatible ave
 l'expression pré
édente de T .

III.C � Température 
onstante

23. � Pour x → 0 ou t → ∞ don
 u → 0, erfc(0) = 1 don
 T (0, t) = lim
t→∞

T (x, t) = T1 (le système

évolue vers un état limite d'équilibre isotherme) impose A2 + B2 = T1. Pour x → ∞ ou t → 0 don


u → ∞, le 
hau�age n'a pas 
ommen
é et T (x, 0) = lim
x→∞

T (x, t) = T0 impose A2 = T0 puisque

lim
u→∞

erfc(u) = 0 ; on en déduit en�n B2 = T1 − T0 .

24. � jQ(x, t) = −λ∂T
∂x

= −λB2

derfc(u)

du

∂u

∂x
soit jQ(x, t) = λ

T1 − T0√
πµt

e−
x2

4µt
. Le 
ourant thermique 
al
ulé

i
i est proportionnel à l'é
art de température entre la valeur T1 imposée en surfa
e et la valeur initia-

lement uniforme T0 du matériau 
ondu
teur, 
e qui était prévisible ; il est in�ni à l'instant du 
onta
t

à 
ause de la di�éren
e �nie de température imposée sur une distan
e nulle, 
'est une 
onséquen
e

normale du modèle 
hoisi. En�n, le système s'homogénéise et le 
ourant thermique s'annule au bout

d'une durée qui est 
elle des variations de l'exponentielle, soit t ∼ x2/µ, 
e qui est aussi le résultat

ordinaire de l'étude des phénomènes de 
ondu
tion thermique.
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III.D � Modélisation d'une opération de perçage

25. � On a vu que Tsurf(t) − T0 =
2j0

√
µt

λ
√
π

où j0 =
Pℓ

σ
don
 on peut en déduire l'instant de la fusion de

surfa
e, tf =
πλ2(Tf − T0)

2σ2

4P 2
ℓ µ

ou, numériquement, tf = 63 ms .

26. � Considérons une tran
he de matériau de surfa
e S 
omprise entre x = 0 (limite entre les zones fondue

et solide) et x = vδt ; 
ette zone est don
 solide à l'instant t et fondue à l'instant t + δt. Le liquide

étant transparent au laser, la puissan
e thermique parvenant sur 
ette surfa
e est j0S ; 
elle qui est

éva
uée par 
ondu
tion vers le reste (solide) du matériau est −λS ∂T

∂x

∣

∣

∣

∣

x=vδt

. Le transfert thermique

reçu par 
ette tran
he pendant la durée δt de sa fusion est don
 δQ = S

[

j0 + λ
∂T

∂x

∣

∣

∣

∣

x=vδt

]

δt d'une

part, δQ = dH = ρLfSvδt d'autre part. En égalant les deux expressions en en faisant δt → 0, il vient

don
 ~v =

~j0 + λ
∂T

∂x

∣

∣

∣

∣

x=0

ûx

ρLf
.

27. � L'équation de di�usion thermique pour T (x′, t) ne dépend pas expli
itement du temps, mais seulement

de x′ = x−vt. On a don
 T (x, t) = f(x−vt) où la fon
tion f permet de déterminer

∂T

∂x
= f ′,

∂2T

∂x2
= f ′′

et

∂T

∂t
= −vf ′. L'équation de di�usion thermique

∂T

∂t
= µ

∂2T

∂x2
s'é
rit don
 −vf ′ = µf ′′ qu'on é
rira

dT

dx
= −γd

2T

dx2
dans le référentiel où 
ette température est stationnaire, ave
 γ =

µ

v
.

28. � L'équation di�érentielle est linéaire à 
oe�
ients 
onstants ave
 l'équation 
ara
téristique r = −γr2
dont les ra
ines sont r = 0 et r = −1/γ, d'où la solution T (x) = a+ be−x/γ

, ave
 T (0) = Tf = a+ b

et lim
x→∞

T (x) = T0 = a don
 T (x) = T0 + (Tf − T0)e
−

vx

µ
.

29. � On 
al
ule alors

dT

dx

∣

∣

∣

∣

x=0

= − v
µ
(Tf −T0) don
 v =

Pℓ

ρσ [Lf + c(Tf − T0)]
soit en�n v = 4, 8 cm · s−1

.

Conta
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